Ay

PGE=PGO

PREPARATION AUX GRANDES ECOLES
PREPARATION AU GRAND ORAL

CORRIGE OFFICIEL

ANNALES BAC

MATHEMATIQUES
2023

237 Rue du Faubourg Saint-Honoré, 75008 Paris

© 0187660050 | contactepge-pgo.fr | Q pge-pgo.fr




» Baccalauréat Amérique du Nord 27 mars 2023 e
Sujet 1

CORRIGE DE LEPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

EXERCICE 1 5 points

Partie A

. Puisqu’on préleve au hasard un déchet, Y 0,73— R
on est en situation d’équiprobabilité et 0 69/ 0,27 — R
les proportions sont assimilables a des , R

0,49 —

probabilités. On peut donc compléter 0,28 — N <0 £
’ —

I'arbre pondéré ci-contre.

= |

0,03
™~ D ——_

~

0,35
0,65 —, =
. Lévenement «le déchet est dangereux et recyclable » est D N R.

P(DNR)=P(D)xPp(R)=0,03x0,35=0,0105.

: P(Mnﬁ) — P(M) x Py (E) - 0,69 x 0,27 = 0,1863.

Dans le contexte de I’exercice, cela signifie que sur 'ensemble des déchets produits
par l'entreprise, 18,63 % d’entre eux sont des déchets qui sont minéraux et non
recyclables.

. Les événements M, N et D partitionnent I'univers, donc, d’apres la loi des proba-
bilités totales, on en déduit :
P(R) = P(RNM)+P(RNN)+P(RnD)=0,69%0,73+0,28x0,49+0,03%0,35 =0,6514

On obtient bien la probabilité annoncée.

. Laprobabilité demandée est :
P(RNN) 0,28x0,49 686

Pr(N) = =
P(R) 0,6514 3257

~0,2106 au dix-millieme pres.

Partie B

a. Onadmet quela variable aléatoire X suit une loi binomiale. Puisqu’elle compte
le nombre de déchets recyclables, le succes est donc I'événement R, de pro-
babilité p = 0,6514, ceci dans un lot de 20 déchets, ce qui signifie qu’il y a eu
n =20 répétitions identiques et indépendantes.

C’est donc la loi binomiale %8(20 ; 0,6514) que suit X.

b. On cherche la probabilité de I'évenement (X = 14). Ona:
20 20
P(X=14) = (14)p14 x (1-p)2014 = (14)0,651 4% % 0,3486° = 0,1723 au dix-

millieme pres.

2. Dans cette question, on préleve désormais n déchets, olt n désigne un entier na-

turel strictement positif. On note X, la variable aléatoire qui compte le nombre de
déchets recyclables dans ce nouvel échantillon. X;, suit donc la loi binomiale de
parametres (n; 0,6514)
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a. Onap,=P(X,=0)= (Z) p’1-p=(1-p)"=0,3486".

La probabilité qu’aucun déchet ne soit recyclable sur un échantillon de n dé-
chet est donc de p,, = 0,3486"

b. L'événement «au moins un déchet du prélévement est recyclable » est contraire
de celui dont on a calculé la probabilité a la question précédente. On est donc
amené a résoudre :
1-p,>0,9999 < —p, > -0,0001

<~ p;, <0,0001 car —1<0
< 0,3486" < 0,0001
<= nlIn(0,3486) <In(0,0001) car In est croissante sur R**
In(0,0001)
> -

n> car 0,3486 < 1 donc In(0,3486) <0
In(0,3486)

In(0,0001)

Or,ona
In(0,3486)
partir de 9 déchets dans I’échantillon que la probabilité qu’au moins un des

déchets soit recyclable est supérieure ou égale a 0,999 9.

~ 8,7 et comme n est un entier, on en déduit que c’est a

EXERCICE 2 5 points

Partie A - Ftude d’une fonction auxiliaire

1. a. Déterminons la limite de la fonction g en —co.
lim 2x = —oo, donc par composition : lim e** = lim e’ =0.
X——00 X——00 y—>—OO

Par ailleurs, lim —-2x+3 = +o0
X——00

Par limite de somme, on en déduit finalement: lim g(x) = +oo.
X——00

b. Pour la limite de la fonction g en +oo, sous la forme actuelle, on a une forme

indéterminée.
2x 3
VxeR*, gx)=2xx|3x——-1-—
2x 2x
Ona lim 2x=+oco.
X—+00
2x eV
Or, par composition, lim — = lim — = +oo, d’apres la propriété des
x—+00 2x y—+oo y
croissances comparées.
2x 3
Par limite de produit, somme et quotient,ona: lim 3x ——1-— =+o0.
x—+00 2x 2x
Finalement, par limite du produit : lirp g(x) = +oo0.
X—+00
2. a. Soit x un nombre réel :
g(x)=3x2xe**-2x1-0=6e**-2.
On arrive bien a I'expression annoncée.
b. Résolvons I'inéquation suivante :

g(x)>0 < 6e**—2>0

— 6e2*>2

2x 1
= e > car6>0
3
1
— 2x>In (5) car In est strictement croissante sur R**

<~ 2x>-1In(3)

-1
— x> 71n(3)
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La fonction g’ est donc a valeurs strictement positives sur

-1
> In(3) ; +o00

-1
et a valeurs strictement négatives sur |—oo; > In(3)| (en résolvant une in-

équation similaire).
c. On en déduit le tableau de variations de la fonction g sur R.

-1
Calculons I'image de > In(3) :

-1 - -1
g (7111(3)) =3xe22 ¥ _py — In@)-3= 3e™"® 41n(3) -3 =3e"3 +In(3) -3

1
=3 x §+ln(3)—3=ln(3)—2

1

X —00 ) In(3) +00

T

g'(x) - 0 +

|

+00 +00
In(3)-2
|

1
Lafonction g admet bien un minimum égal a In(3) -2, atteint pour x = — 3 In(3).

3. a. Calculons!'imagedeOpar g:
g(0)=3e>*"-2x0-3=3-0-3=0.
On a g(0) =0, donc x = 0 est bien solution de I'’équation g(x) = 0.

b. Le nombre In(3) — 2 est strictement négatif, donc :

, oll g est strictement croissante, on a

1
¢ Sur l'intervalle ]—Eln(:%) ; +00

g(0) = 0, donc x = 0 est la seule solution a I'équation g(x) = 0 sur cet
intervalle.

1
e Surlintervalle ] —00; — 3 In(3) ] ,lafonction g est continue (car dérivable)
et strictement décroissante. De plus, 0 est une valeur intermédiaire entre
. 1
+o00 = xgrpmg(x) etg (—5 ln(3)) =1n(3)-2<0.

D’apres le corollaire au théoreme des valeurs intermédiaires appliqué
aux fonctions strictement monotones, 'équation g(x) = 0 admet une

unique solution a dans l'intervalle

- '—lln(S)]
00; 5 .

Finalement, 'équation admet donc bien exactement deux solutions sur R : 0
eta.

Un balayage a la calculatrice donne —1,5 < @ < —1.4, pour un encadrement
au dixiéme pres.
4. Des variations de g et de la question précédente, on déduit que g est a valeurs

strictement positives sur | —oco; a[ et sur ]0; +ool, et a valeurs strictement négatives
sur|a; O[.

Partie B - Etude de la fonction f
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1. La question posée sous-entend que la fonction f est dérivable sur R. Pour tout x
réel,ona:
f(x)=3x e —2xe¥—(2x+1)ef=e*x(Be2*-2-2x-1) = e*g(x).

On arrive bien a 'expression demandée.

2. La fonction exp est a valeurs strictement positives sur R, donc le signe de f’(x) est
le méme que le signe de g.

Avec la question 4. de la Partie A, on peut donc établir que la fonction f est stric-
tement croissante sur | —oo; af et sur]0; +ool, car sur ces intervalles, sa fonction
dérivée est strictement positive, et elle est strictement décroissante sur [« ; 0].

3. La fonction f n’est pas convexe sur R, car si elle 'était alors sa fonction dérivée
f' serait croissante sur R. Or on a vu que la fonction f” est a valeurs positives sur
] —oo; al puis a valeurs strictement négatives sur Ja ; 0[. On a donc notamment :
f'(=2)>0et f'(-1) <0, ce qui prouve que la fonction f’ n’est pas croissante sur R
et donc que f n'est pas convexe sur R.

EXERCICE 3 5 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple. Aucune justification nest attendue pour
cet exercice, on en fournit quand méme dans ce corrigé.

1. Réponse A.

Ici, les quatre propositions peuvent se vérifier avec les longueurs des c6tés du tri-
angle ABC. On va donc les déterminer. Comme le repére est orthonormé, on a:

AB = /(xg —xp)? + (yg — ya)? + (a8 — 20)2 = V(3 +1)2 + (6-2)2 + 3-5)2 = V36 =6
BC = /(xc — x8)% + (yc — yp)? + (2c — 28)2 = V(3-3)2+(0-6)2 +(9-3)2 = V72 =
6v2

AC=/lxc—xa)2+ (yc— yn)% + (zc— 202 = V(B + 12 + (0-2)2 + (9-5)> = /36 = 6
ABC est donc clairement un triangle isocéle en A, (et on peut vérifier rapidement

que le carré du coté opposé a A est égal a la somme des carrés des deux autres
cOtés, et donc que le triangle est aussi rectangle en A).

Remarque : si on a confiance en ses calculs, une fois qu'on a calculé AB et BC, on
peut s’arréter : on voit clairement que le triangle ne sera pas équilatéral, et donc il
sera rectangle et isocele, car c’est un point commun aux trois autres propositions
et le coté [BC] étant plus long que AB, cela signifie que [BC] est 'hypoténuse, et
donc que le sommet principal du triangle est A.

2. Réponse C.

Ici, il faut s’armer de patience et vérifier si les coordonnées des points B, C et D
vérifient les équations proposées. (On peut aussi chercher a trouver une équation
du plan, mais c’est plutot plus compliqué).

Pour la proposition a., les coordonnées de D ne vérifient pas I'équation : elle est
incorrecte.

Pour la proposition b., les coordonnées de C et de D ne vérifient pas I'équation.

Pour la proposition d., aucunes des coordonnées des points B, C et D ne vérifient
pas I'équation.

Par contre, pour I'équation de la proposition c., on a:
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4xg+yp+23—21=4x34+6+3-21=12+9-21=0donc B appartient a ce plan.
Axc+yc+2c—21=4x3+0+9-21=12+9-21 =0donc C appartient a ce plan.
4xp+)yp+2p—21=4x8-3-8-21=32-11-21 =0donc D appartient a ce plan.
Ainsi, 'équation de la proposition c. décrit un plan qui contient les points B, C et
D: c’estle plan (BCD).

3. Réponse B.

Ici, on peut procéder par tests successifs : vérifier parmi les coordonnées propo-
sées quelles sont celles qui vérifient 'équation du plan (ABC) puis pour celles qui
vérifient 'équation du plan (c’est-a-dire quand le point donné est bien sur le plan)
sile vecteur DH obtenu est bien un vecteur normal au plan.

Dans ce corrigé, on va appliquer la démarche qui sert a trouver les coordonnées de

H.
Comme le plan (ABC) a pour équation cartésienne x —2y —2z + 15 = 0, cela signi-
1
fie que le vecteur u | =2 est un vecteur normal au plan. Comme H est le projeté
-2

orthogonal de D sur (ABC), H est I'intersection du plan (ABC) avec la droite d, pas-
sant par D et dirigée par u.

x=8+k
Du coup, la droite d admet une représentation paramétrique quiest:{ y=-3-2k k€
z=-8-2k

R

Si on appelle M} le point de parametre k sur la droite d, on va chercher pour quel
parameétre M. est sur le plan (ABC) :

M€ (ABC) <= 8+k)-2(-3-2k)—2--8-2k)+15=0
— 8+k+6+4k+16+4k+15=0
— 9k+45=0
<~ k=-5
H est donc le point M_5 qui a comme coordonnées : (8 + (=5) ; —3—-2x(=5) ; —8—
2 x (=5)), soit (3; 7; 2).
4. Réponse D.

La représentation paramétrique de A donne un vecteur directeur de A qui est v,

1 0
de coordonnées | —1 | alors que le vecteur BCa pour coordonnées BC | -6 . Ces
3 6

vecteurs sont clairement non colinéaires, donc on peut affirmer que les droites se
sont ni confondues ni strictement paralleles.

Il faut donc déterminer si elles ont un point commun pour trancher entre sécantes
et non coplanaires.

1 —
La droite (BC) passe par B et est dirigée notamment par 5 BC, elle admet pour

x=3
représentation paramétrique:{ y=6-s keR

zZ=3+s
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Le point de parametre ¢ sur A est confondu avec celui de parameétre s sur (BC) si et
seulement si s et ¢ sont les solutions du systéme (S) suivant :

3=5+t¢ t=-2
S 6-s=3-¢ |6 ={ s=1
3+s=-1+3¢ s=-10
t=-2
6—s=5
3+s=-7

Ce systeme n’a pas de solution, donc les droites n'ont aucun point commun et ne
sont pas paralleles : elles sont donc non coplanaires.

Réponse B.

2

Le plan 2 d’équation cartésienne 2x—y+2z—6 = 0 admet n; | —1 | comme vecteur

2
normal.
1
(ABC) d’équation cartésienne x —2y —2z + 15 = 0 admet ;2) —2 | comme vecteur
-2
normal.

Ces vecteurs sont clairement non colinéaires, donc les plans ne sont pas paralleles.
On peut méme calculer le produit scalaire 7, - n, pour constater qu’ils sont ortho-
gonaux, et donc que les plans sont perpendiculaires. Cela élimine la proposition
a.

Reste a trancher entre les trois autres propositions.

On pourrait résoudre le systéme formé par les deux équations de plan pour trouver
une représentation paramétrique de leur intersection : ce serait lourd en calcul. Ici,
il est plus simple de tester 'appartenance des points A, B et C au plan 2. En rem-
placant x, y et z par les coordonnées des points dans 'équation de &2, on trouve
que les points A, et B appartiennent a €2, mais pas C, donc les plans sont sécants
et leur intersection est la droite (AB).

EXERCICE 4 5 points

Partie A - Etude de la suite (u,,)

1.

2.

1 11 1 11 1 25+11 18
Calculons u; : ul:i Up+—|==|5+— :EX ==

up) 2 5 5 5°
1 11y 1(18 11} 1 (18 55| 599
w=-lm+—|=-|—+5|=: x| +=%|=
2 w) 2{5 18] 2"\5 18 180

La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition (c’est une fraction ra-
tionnelle).

Pour tout réel strictement positif, on a :
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ﬂu)11+ﬂ 4)1 ¥-11 x*-11
= — X —|=—X =
2 x?2 2 x2 2x2
Pour tout x dans l'intervalle [v/11; +oo[, ona:
2Vl = x° >11 car la fonction carré est croissante sur R*
— x-11>0
-1 ) )
52 =20 car, pour tout réel non nul, 2x“ >0
= f'(x) =0

Sur l'intervalle [v/11; +oo[, f” est a valeurs positives, donc f est croissante.

3. Remarque : on constate que la fonction f est telle que, pour tout entier naturel 7,
ona:

(\/ﬁ+ :%(\/ﬁ+\/ﬁ):

1 11
Un+1 = f(up), et par ailleurs, onva calculer f (v11) = > ﬁ)

V11

Pour tout entier naturel n, on s'intéresse a I'inégalité : u;, > u;+; > V11.

Initialisation :Pour n=0,ona u, =5et Uyy; = U = %8 = 3,6 et par ailleurs, on a

V11 = 3,32 donc on a bien ug > u; > V11. Linégalité est vraie a I'indice 0.

Hérédité : Pour un entier naturel n quelconque fixé, on suppose que I'inégalité est

vraie pour l'indice n, c’est-a-dire que 'on a: u, > uy4; > V11.

Un > Ups1 = V11 = fun) = fluper) 2 f(\/ﬁ) car f est croissante sur [\/ﬁ, +oo[

= Upy1 = Upso = V11 grace aux éléments de la remarque

Conclusion : On a montré que 'inégalité est vraie pour I'indice 0, et que, pour tout
entier naturel n la véracité est héréditaire de I'indice n a l'indice (n + 1). En vertu
du principe de récurrence, on peut en déduire que :

Pour tout n naturel, ona: u,; > u,+; > V11.
4. On anotamment :

* VYneN, u,=>=+v11:lasuite (u,) est minorée par v'11.

2
>

e VYneN, u,=>u,s:lasuite (1) est décroissante.

D’aprés le théoréeme de convergence monotone, la suite est donc convergente vers
une limite a, telle que a > v'11.

5. u est une suite convergente vers une limite réelle a et u a une relation de récur-
rence de la forme::
VreN, upi1= f(uy)

ou f est une fonction continue sur R**, ensemble qui contient tous les termes de
la suite (car celle-ci est minorée par v'11 > 0).

D’apres le théoréeme du point fixe, on en déduit que la limite a de la suite doit étre
une solution de 'équation f(x) = x.

Résolvons cette équation dans R** :
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11
fX)=x <= - x+—)—x
X
11
— x+—=2x
X
11
— -x+—=0
X

— —-x*+11=0 carsurR**, x>0
= x*=11
< x=V11  caronrésout sur R**
Léquation n’a qu’une unique solution sur R**, c’est /11
On en conclut donc que la suite ne peut converger que vers v/11.

On adonc lirP u, =v1I1.
n—

o0
Partie B - Application géométrique

1. a. Lerectangle Ry a pour aire 11 et pour longueur Ly = 5, donc sa largeur ¢ est

11
telle que Lo x £p =11 < ¢ = -
0

11
On a donc bien ¢ = r =2,2.

b. De fagon général, pour tout n entier naturel :

Le rectangle R, a pour aire 11 et pour longueur L, donc sa largeur ¢,, est telle

11
quel,x¥lp=11 < (= —.
n

L,+0, 1 1 ( 11 )

=—(Lp+¥ly)=—(Lp+—|
La relation de récurrence vérifiée par la suite (L;) est donc la méme que celle vé-
rifiée par la suite (1) dans la partie A. Comme de plus Ly = up = 5, les deux suites

sont donc rigoureusement égales.

2. On sait que pour tout n naturel : L,y =

3. Ala partie A, question 3., on a établi que la suite (u,), donc la suite (L) est minorée

par V1I.

Onadonc V11 < L,. De plus:

1 1
V1I<L, == — > i car la fonction inverse est strictement décroissante sur R**
n

28!
11 11

:—2—
V11~ Lp

car11>0

En prenant cette inégalité et celle dont on est parti,on abien: ¢, < V11 < L,.

4. On admet que les suites (L) et (¢,) convergent toutes les deux vers v/ 11.

Géométriquement, cela veut dire que notre rectangle R, a des dimensions qui
tendent vers /11, donc le rectangle tend vers un carré de coté v11.

item Ce script renvoie un encadrement de v'11 par les valeurs ¢, et L,, arrondies
au millioniéme prés, ot n est 'argument d’appel de la fonction.
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a. Pour l'appel heron(3) le retour de la fonction sera donc #5 et L3, arrondis au
millionieme pres.
on obtient donc les valeurs suivantes : 3,316 606 , 3,316 643

b. Une interprétation de ces deux valeurs, c’est donc que le nombre /11 est
compris entre 3,316 606 et 3,316 643, soit un encadrement d'un amplitude in-
férieure 2 4 x 1075, soit une précision importante, avec seulement trois itéra-
tions de notre algorithme.

Remarque :1ci, la fonction python a été appelée heron en référence a Héron d’Alexandrie
(qui a vécu sans doute au cours du ler siécle apres JC.).

La méthode de Héron ou méthode babylonienne est une méthode efficace d’extraction
de racine carrée, c’est-a-dire de résolution de 'équation x> = a, avec a positif. Elle porte
le nom du mathématicien Héron d’Alexandrie, quil’expose dans le tome I de son ouvrage
Metrica (Les métriques), découvert seulement en 1896 mais certains calculs antérieurs,
notamment égyptiens, semblent prouver que la méthode est plus ancienne.  (source :
wikipedia)
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