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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document ; seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

On note f la fonction définie sur R par f(x) = 1-‘_—xexp(l) six#0etf(0)=0.
X X

Partie 1
1) a) Montrer que fest continue a gauche en 0.
b) Déterminer lil%)l Ffx).
x—0*

2) Montrer que fest dérivable a gauche en 0 et déterminer £, (0).
3) a) Calculer f’(x) pour tout réel x différent de 0.
b) Dresser le tableau de variation de f (limites comprises).

Partie 2
1) Justifier, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 2, I’existence d’un unique réel strictement
positif, noté u,, et vérifiant f(u,) = n.

2) a) Montrer que, pour tout réel x supérieur ou égala l,ona: 1 + lanx) <Jx.

1

b) Etablir que : Vn > 2,
) q S )

)<n.

¢) En déduire un encadrement de u,, puis déterminer la valeur de lim w,.
n—>+0

3) En revenant a la définition de u,, montrer que lim 7 u, = +o0.
n—>+w0



Exercice 2
1) Soit # un entier supérieur ou €gal a 2. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale

+o In(x) .
I 1 ——=dx converge et donner sa valeur en fonction de .
xl’l
f(x)=0 si x<l1
2) On note f la fonction définie par : In(x)

J(x)=9

Montrer que f est une densité de probabilité.

3) On consideére une variable aléatoire réelle X, définie sur un espace probabilisé (QQ, A4, P), et
admettant f comme densité.

Utiliser la premiére question pour montrer que X possede une espérance et une variance, notées
respectivement E(X) et V(X), et donner leurs valeurs.

si x>1

x4

4) On pose ¥ = ¥ et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur

l'espace probabilisé (Q2, 4, P). Déterminer sans chercher a connaitre une densité de Y, les valeurs de

E(Y) et N(Y).

Exercice 3

On considére deux urnes U et V' contenant chacune 2 boules. Au départ, I’'urne U contient 2 boules
blanches et [’urne ¥ contient 2 boules noires.

On effectue une suite de tirages dans ces urnes de la fagon suivante : chaque tirage consiste a tirer au
hasard une boule de chaque urne et a la mettre dans I’autre urne (il y a donc échange de 2 boules a
chaque tirage).

Pour tout entier naturel », on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches que
contient I’'urne U avant le (n+ 1)™ tirage et on a donc X, = 2.

P(X, =0)
Pour tout entier naturel », on pose C, =| P(X, =1)
P(X,=2)

1) On note M la matrice de 9(IR) dont 1’élément de la (i +1)™ ligne et de la (j +1)*™ colonne, pour
tout couple (i, /) de {0, 1, 2} x {0, 1, 2}, est égal a Ry _ (X, =10).
0 1/4 0
a) Montrerque M=|1 1/2 1| (on justifiera rapidement les 9 valeurs).
0 1/4 0

b) Etablir que : VrelN, C,.y = MC,. En déduire que : VrelN, C, = M" C,.
2) a) Déterminer les valeurs propres de M ainsi que les sous-espaces propres associés.
1

-— 0 0
2
b) Etablir qu’en posant D=| 0 0 0|, il existe une matrice P inversible dont la premiére ligne
0 0 1

est constituée de "1”, et telle que M= PDP . Expliciter la matrice P.
¢) Pour tout n de IN*, donner, sans la justifier, la relation liant M" et D".

1/3
d) Justifier que la derniére colonne de P Lest | —1/2 |. En déduire P 'C,, puis, pour tout 7 de IN*,
1/6

D"P'Cy, puis M"C,. Donner enfin, pour tout n de N*, la loi de X,,.
3) Montrer que la suite (X,) converge en loi vers une variable aléatoire X et donner la loi de X.
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Partie 1

1. a) On sait que x+l 1 donc lim f(x) = lim lexp(l) = lim ue" =0 (croissances
x Ox x—>0" x>0 x X U—>—o0

comparées). On a donc lim f(x) = £(0), ce qui montre que f est continue a gauche en 0.
x—>0"

.1 . 1 . I o
b)Ona: lim — =+wet lim exp(—)= lim e"=+o0, donc (sans indétermination) on a :
x—0" x x—0" X U—>=o

lim f(x) = +oo.

x—0"

f=fO) 1 1

2. JX)= 1) _ x—l;l exp(l) et, avec la méme technique : 5 eXp
x-0 X X x—0 0x X
- 1
On aalors: lim SX)=70) _ lim —exp(l) = lim u’e" =0 (croissances comparées).
U—>—o0

x—0~ x—0 x50 2 X
Conclusion : f'est dérivable a gauche en 0 et f,"(0) = 0.

3. a) La fonction f est dérivable ailleurs qu’en 0, comme composée, puis produit de fonctions

dérivables sur | —oo, O[ et sur |0, +oo[. Aprées calculs, on trouve :

Vx#0, f(x)=— zle exp(L).
X X

b) En +o0 : lim xHl_ let lim exp(l) =exp(0)=1donc: lim f(x)=1.
X—>+0 5 X—>+0 X X—>+0
. ox+1 ) 1 .
En—w: lim —— =1let lim exp(—)=exp(0)=1donc: lim f(x)=1.
X>—0 5 X—>—© X X—>—®0
Le tableau de variation de f est donc celui-ci :
—0 -1 -1/2 0 Uy, +o0

X
[@) - 0~ 0 -

1 0 +
f (x ) \6\ 2 / \
—e 1




Partie 2

1. Sur J-oo, O[ la fonction f prend ses valeurs dans [—LZ, 1[, intervalle qui ne contient pas les
e

entiers naturels supérieurs ou égaux a 2, ce qui rend impossible 1’égalité f(u,) = n pour tout entier
naturel »n supérieur ou égal a 2.

En revanche, sur ]0, +oo[, la fonction f'est continue et strictement décroissante, elle réalise donc une
bijection de [0, +oo[ sur ]1, +oo[. Comme tout entier naturel » supérieur ou égal a 2 appartient a
I’intervalle image, on peut affirmer qu’il existe un unique réel strictement positif, noté u,, et
vérifiant f(u,) = n.

2. a) Pour tout réel x supérieur ou égal a 1, on pose : h(x) =1 + lnéx) - \E .

1= <0.

2x
La fonction /4 est donc décroissante sur [1, +oo[ et, comme A(1) = 0, on peut conclure :
Vx>1,h(x)<0.

La fonction / est dérivable (fonctions usuelles) et : Vx > 1, 7’ (x) =

. .. , . .1 In(x
Ceci veut bien dire que, pour tout réel x supérieur ouégala l,ona: 1+ In(x) < \/; .

b) Apres calculs, on obtient : Vn > 2,f{1n(i/;)J = \/;(1 +ln(\/;)) = \/Z( 1 +ln(Tn) j

D’aprés la question précédente, on en déduit (\/Z >0):Vn> 2,]{ ! J < \/; \/Z

In(v/n)

Onabien:VnZZ,f( ! JSn.

In(v/n)

1

In(+/n)

) Ona:f(un)zf[

1

In(vn)

Comme, de plus, (u,) est une suite de réels positifs,ona: Vn>2,0<u, <

j et, par décroissance de f'sur I’intervalle 0, +oo[, on en déduit :

Vnz2,u,<

In(vn)

. 1 :
Comme lim =0, on a, par encadrement : lim u, = 0.

n—>+w ln( \/Z ) n—>+w

. O | 1
3. En revenant a la définition de u,, on a f(u,) = n, ce qui s’écrit : — exp[—} =n.

. . A r 1
En multipliant des deux cotés par u,, on trouve : (u, + l)exp[—J =N,



Comme lim u, = 0" (la suite (u,) est positive et tend vers 0), alors hm (1 + u,) =1 et, de plus
n—>+o0

. 1 ) .
lim exp{— =+4o0. On a effectivement : lim »nu, = +co.
n—>+o0 u n—>+o0

n

=) =) o (o = 3072
In(x)

x”
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
Pour tout réel 4 supérieur ou égal a 1, on réalise une intégration par parties sur I’intégrale définie /

1. Notons tout d’abord que la fonction x — ———= est continue sur [1, +oo| comme quotient de

A= .[ ln(x)dx en posant u(x) = In(x) et v’ (x) = in
X
, 1 . -1
On a alors u’(x) = — et on peut choisir v(x) = —————.
x (n-Dx"
—In(x) A 4
Les fonctions u et v sont de classe C' et on peut écrire : I(4) = | I —
(n—-1x" !
4
Onadonc:/(4)= —ln(A)_l + ! -1 - = —ln(A)_l + ! -1 -+ !
(n-14" n-1|n-Dx"" |, (n-1H4" n-1\(n-H4"" n-1
Commen>2,0ona: lim - =0et lim ln(_A? = ( (par croissances comparées), on en déduit :
A—>to0 g1 A—>+0 g™
lim /(4)= 5 - Ceci prouve que l'intégrale rw ln(—x)alx converge et vaut 5
Ao (n-1) bx" (n—1)

2. On note f la fonction définie par :

La fonction fest positive (nulle sur ]—oo, 1] et positive sur [1, +oo[, puisque pour x > 1, In(x) > 0).

La fonction f est continue (nulle sur ]-oo, 1] et quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de
fonctions continues sur [1, +oo|).

. . . e +o _In(x )
D’apres la premiere question, I’intégrale I | 9¥dx converge et vaut 9 x =1, ce qui

X (4-1)°

signifie que I’intégrale j :w f(x)dx est convergente de valeur 1.
1
Comme f est nulle sur |—o, 1], 'intégrale J._ f(x)dx = 0. Par la relation de Chasles, on en
~+00
conclut : I_ f(x)dx =1.
En conclusion, fest une densité de probabilité.
1
3. Comme fest nulle sur |—o, 1], I’intégrale _[_ x f(x)dx =0.
Par ailleurs, pour tout réel x supérieur ou égal al, on a x f(x) = 91n(_3x). Comme 3 est supérieur ou
X
( )

égal a 2, I’intégrale j 9
X

9
—=dx converge et vaut 9 x Z .

G-1°



La relation de Chasles permet une nouvelle fois de conclure : I x f(x)dx converge et vaut % )

La variable aléatoire X posseéde donc une espérance : E(X) = 2 .

4
Pour le moment d’ordre 2, on procéde de la méme fagon.

Comme f'est nulle sur ]—oo, 1[, I’'intégrale _[_1 x? f(x)dx =0.

Par ailleurs, pour tout réel x supérieur ou égal a1, on a x *f(x) = 9 ln(f ) . Comme 2 est supérieur ou
X
1A 1rrix +o _In(x) 1
égal a 2, I'intégrale L 9—~dx converge et vaut 9 x =9,
X

2-1)°

~+00
La relation de Chasles permet une nouvelle fois de conclure : j x* f(x)dx converge et vaut 9.

La variable aléatoire X posséde donc un moment d’ordre 2 : E(X?) =9.

Grace au théoréeme de Koenig-Huygens, on obtient : V' (X) =9 — 81_63

16 16

4. On utilise le théoréme de transfert en considérant la fonction g définie sur [1, +oo[, par :

1 _ooIn(x) L o . . +o0 ]
g(x) = —f(x). On a g(x) = 9—=. D’aprés la premiére question, 'intégrale j L f(x)dx est
X X X

9 . : : 11 .
convergente et vaut 9 x = — . Toujours par nullité de I’intégrale j — f(x)dx, larelation
o

5-1)% 16
de Chasles assure que Y possede une espérance qui est : E(Y) = 2
Par un calcul analogue, on a rw sz(x) dx =9x ! 5= i
I x (6-1) 25

1
Toujours par nullité de 1’intégrale J. iz f(x)dx, larelation de Chasles assure que Y possede un
.

moment d’ordre 2 qui vaut : E(Y?) = 2 .

On en conclut : V(Y)=i —(2)2=i _ 8t =£.
25 16 25 256 6400

[ =] (o] [0 = 0 7

1. a) e S’il y a deux boules blanches dans I’urne U avant le (n + 1)tme tirage, il est certain que 1’on

aura une boule blanche dans U au coup suivant (une boule blanche sera transférée de J’) donc :
Px (X =) =1 By ) (X, =0) = By 5 (X,,=2) =0.

eme

e S’il y a zéro boule blanche dans I’'urne U avant le (n+ 1) tirage, il est, ici aussi, certain

que I’on aura une boule blanche au coup suivant, donc :
P(Xn:())(XnH =) =1 P(an()) (X, =0)= P(X”=0)(Xn+1 =2)=0.

e Enfin, s’il y a une boule blanche dans I"urne U avant le (n+ 1)"™ tirage, alors :

pour qu’il y en ait zéro au coup suivant, il faut piocher cette boule (une chance sur deux) et
I’échanger contre une boule noire de V' (une chance sur deux). Les tirages des boules étant
physiquement indépendants, les résultats de ces tirages le sont aussi eton a :

4



1
P(Xn=l)(Xn+l =0) = Z
pour qu’il y en ait une au coup suivant, il faut piocher cette boule (une chance sur deux) et
I’échanger contre une boule blanche de V' (une chance sur deux) ou bien piocher la boule noire de U
(une chance sur deux)et I’échanger contre une boule noire de /" (une chance sur deux) et on a :

1 1 1
Py (X, =0)=—+—=—.
(x, =0\ 44 9
pour qu’il y en ait deux au coup suivant, il faut piocher la boule noire de U (une chance sur deux) et
I’échanger contre une boule blanche de V" (une chance sur deux) eton a :

1
P(Xn=1) (X, =0) =z-

En regroupant, comme I’indique I’énoncé, sous forme de tableau matriciel, on a bien :
0 1/4 0

M=\|11/2 1}|.
0 1/4 0

b) En écrivant la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements

2

{(X,=0), X,=1),(X,=2)}, onobtient : P(X,+; =0) = ZP(X (X =0P(X, =1).
=0 "

En remplacant par les valeurs trouvées a la question 1a) ,ceci s’écrit :

P(X,+1=0)=0P(X,=0)+ iP(Xn =1)+0PX,=2).

De la méme fagon, on a aussi :

PX+1=0)=1PX,=0)+ %P(Xn =1 +1PX,=2).

P(X,+1=0)=0P(X,=0)+ iP(Xn =1)+0PX,=2).

En écrivant matriciellement les trois égalités précédentes, on a bien : VnelN, C,yy = MC,,.

Par récurrence.

e M°Cy=1C, = C,.

e Si ’on suppose pour un entier naturel # que C, = M" Cy, alors Cpey =M C, =M M" Cy = M™C,.

e On a bien montré que : VnelN, C, = M" (.

2. a) Par la méthode du pivot de Gauss, on obtient une réduite de la matrice M— Al qui est :

Y 1
2
0 a2+t L A
2 4
0 0 wf—&—l)
2 2

Les valeurs propres de M sont les réels A qui rendent cette matrice non inversible et ce sont :

7\,1:—%,7\,2:0&7\.3:1.



X x+y+z=0

xX=z
o [e systtme MX =LA X, avec X=| y | équivauta { y=-2z ,soit { .On adonc :
y

=2z
z 0z=0
z 1 1
X=|-2z | =z| -2 |. Le sous-espace propre associé a la valeur propre — 1 estE | =vect(| =2 |).
z 1 2 1
X 2x+y+2z=0
Z=-X
e Le systetme MX = \,X, avec X = | y | équivaut a y=0 , soit .Onadonc:
y=0
z 0z=0
X 1 1
X=1| 0 | =x| 0 |.Le sous-espace propre associ¢ a la valeur propre 0 est £y =vect(| 0 |).
-X -1 -1
X 2x—-y+2z=0
X=z
e Le systtme MX = \3X, avec X = | y | équivaut a y=4z , soit .Onadonc:
y=4z
z 0z=0
z 1 1

X=|4z | =z|4|. Le sous-espace propre associ¢ a la valeur propre 1 est £ = vect(| 4 |).
z 1 1

b) La matrice M est une matrice de M3(IR) qui possede trois valeurs propres distinctes deux a
deux, elle est donc diagonalisable (condition suffisante). Ainsi il existe une matrice D diagonale
dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de M et une matrice P inversible dont les
colonnes sont les vecteurs de base des sous-espaces propres de M, telles que M= PDP .

1
= 00 111
On peut choisir parexemple D=| 0 0 OfetP=|-2 0 4/|.
0 01 1 -11

¢) Pour tout n de N*, ona: M"=PD"P".

1/3
d) Sil’on note K la colonne | —1/2 | donnée par | “‘énoncé, on a :
1/6



1 1 1 1/3 1/3-1/2+1/6 0
PK=|-2 0 4||-1/2|=| =2/3+4/6 | =|0]. Cette colonne étant la derniére colonne de
1 -11 1/6 1/3+1/2+1/6 1

1/3
la matrice 7, ceci confirme que la derniére colonne de P ' est bien | —1/2 |.
1/6
P(X,=0) 0
Comme Xj est la variable aléatoire certaine égale a2,ona Co=| P(X,=1) | =| 0.
P(X,=2) 1
x x 1/3 (0 1/3
P'Cy=|x x —1/2[|0]|=]-1/2
x x 1/6 |1 1/6
AT oo [i2
Pourtoutnde N*, D"P~'Co=| 0 0 0||-1/2|=

0 0 1|{ 1/6

\ 1(_1]’@1
o 1(_1j 3072) e
30 2
Pour finir, M"Co=PD"P7'Cy= | -2 0 4 +
1 -11

AN~
Il

|

(JSHIE )

|

N | —
N—
BN

W | o

La loi de X, est donc donnée par :
e n === = L) gey=2-2( )
6 3\ 2 3 30 2

3. Comme 1 € -1, 1[, alors lim (—lj =0.
2 n—>+oo 2
On peut donc conclure que la suite (X;,) converge en loi vers une variable aléatoire X dont la loi est

donnéepar:P(X=O)=P(X=2)=é et PX=1)= %
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Présentation de 1'épreuve :

» L'épreuve comportait trois exercices ce qui permettait de juger les candidats sur la totalité du
programme de ’épreuve. Les correcteurs ont trouvé le sujet abordable, adapté et sélectif. Ils
constatent cette année qu’un plus grand nombre de candidats soient mieux préparés en probabilités
(la formule des probabilités totales semble connue et maitrisée par de nombreux candidats).

* L'exercice 1 proposait 1’étude de la fonction f définie par : f(x) = 1—i_—xexp(l) six#=0etf(0)=
X X

* L'exercice 2, portant sur le programme de probabilités, proposait 1’étude d’une variable a densité
X, puis du calcul de I’espérance et de la variance de la variable 1/X par transfert.

* L'exercice 3 portant a la fois sur le programme d’algebre et sur le programme de probabilités se
fixait pour but I’étude d’une suite (X,,) de variables aléatoires discretes (chaine de Markov), puis de
sa convergence en loi.

Moyenne :
Pour les 726 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est de 10,75 sur 20.

Analyse des copies :

Les correcteurs constatent une fois encore que le niveau est tres hétérogene, ceci étant, bien sir, di
aux origines scolaires et universitaires diverses des candidats. La moyenne, bien meilleure que celle
de I’année derniere, malgré un nombre plus élevé de candidats, semble montrer que ceux qui se
présentent connaissent les difficultés, mais aussi I’enjeu d’un tel concours.

Cette année encore, les candidats semblent avoir quelques problemes a régler avec certains concepts
d’analyse (calcul de limites par exemples). En revanche, les probabilités et 1’algebre ont été
abordées avec plus de bonheur que par le passé.

Conclusion :

Le niveau global des candidats est, dans 1’ensemble, correct et il semble que le nombre des
candidats tres faibles soit cette année, en forte diminution, ce qui est bon signe pour les années a
venir.

La présentation est, pour la plupart des copies, soignée et honnéte et les candidats rédigent
proprement, a quelques rares exceptions pres.

Nous conseillons comme d’habitude aux futurs candidats de se préparer d’une fagon plus complete,
en essayant de ne négliger aucun des points du programme.



