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Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document ; seule l'utilisation d'une regle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1
On note f1’endomorphisme de IR dont la matrice dans la base canonique B = (e, 2, €3) est :

-2 5 2
A=|-1 4 2
2 -10 -5

1) a) Montrer que A ne possede qu’une seule valeur propre a.
b) Expliquer pourquoi A n’est pas diagonalisable. A est-elle inversible ?
c) Déterminer une base du sous-espace propre de A associé a la valeur propre a.

2) 1, désignant I’ application identité de IR?, on pose :
uy=e, uy=(f—aly)(ey) et us =2e;+ es.
a) Montrer que B’ = (u, uy, uz) est une base de IR® et vérifier que u, et uz sont des vecteurs
propres de f.
b) Ecrire la matrice T de f dans la base 3.
¢) On note P la matrice de passage de la base B la base ®’. Déterminer P~".
d) Pour tout n de IN, calculer 7" puis en déduire explicitement A".



Exercice 2

T .
. 3 sin” x
Pour tout entier naturel n, on pose u, =

0 CcoSx

1) Vérifier que u, est bien défini pour tout n de IN puis calculer u;.

dx

T

2) a) Calculer IOE sin” (x) cos(x) dx .

b) Exprimer u,; — u, en fonction de n. En déduire us.
3) Etudier les variations de la suite (u,) et en déduire qu’elle est convergente.

4) a) Déterminer un réel K élément de ]0, 1] tel que : Vxe[O,g], sin(x) < K.

) 2 L. )
b) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona : 0 <y, < ? K" . En déduire lim u,.
n—>+00

5) a) Utiliser la question précédente pour montrer que la série de terme général u, est convergente.

ol /3 1 /3 in”
b) Montrer que : VnelN¥, Zuk = J.” ——dx — J-” sm—x
0 0 cosx(l—sinx) 0 cosx(l—sinx)
. . /3 1
¢) En déduire que la somme S de la série de terme général u, est égale a j § - dx .
cos x(1—sin x)

d) En effectuant le changement de variable u = sinx, montrer que S = J.f/zﬁl(l) u
—u) " (1+u

e) Déterminer les réels a, b et c tels que :

VueR\{1, 1}, ; =4 ., b ,_c .
A-w)A+uw) 1-u 14+u (A-u)

En déduire la valeur de S.

Exercice 3

On considere une suite de variables aléatoires X;, X, ..., X, , ... définies sur le méme espace
probabilisé (£2, 4, P), mutuellement indépendantes, et suivant toutes la méme loi exponentielle de
parametre A (avec A4 > 0).
Pour tout entier n de IN*, on pose S, = Sup( Xi, Xa, ..., X, ) et on admet que S, est une variable
aléatoire, elle aussi définie sur (£2, 4, P).
1) a) Déterminer la fonction de répartition F,, de S,.

b) En déduire que S, est une variable aléatoire a densité et vérifier que la fonction f, définie par :

o [0 51220 N
(x) = est une densité de S,,.
Ane ™ (1—e™)"" si x>0

On pose, pour tout réel x supérieur ou égal a 0 : [,,(x) = J-Ox F,(t) dt et Ju(x) = I;t f,@®dt.

1 £

A on

3) a) Démontrer que : VxelRy, Vn =2, I,(x) = I,_1(x) — % F, (x) .
n

2) Vérifier que : VxelR,, Vn>2, F,(x) = F,_1(x) —

Fy (X).

1 n
b) Calculer /;(x) puis en déduire que : VxelR,, VnelN*, [,(x) = x — z Z ¢

k=1
4) a) Montrer que : VxelR,, VrnelN*, J,(x) = x F,(x) — I,(x).

1 1
b) Déduire des questions précédentes que S, posseéde une espérance et que E(S,) = 7 Z;
k=1

2
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1) a) Les valeurs propres de A sont les réels A pour lesquels (A — A1) n’est pas
inversible.

-2-4 5 2
A-Al= -1 4-1 2 . Avec ’opération L; <> L3, on obtient :
2 -10 -5-4
2 -10 -5-4
-1 4-1 2
-2-1 5 2

Maintenant, on fait les opérations Ly« 2L,+L; et L3« 2L3+ (2+A)L; :
2 —-10 -5-1
0 -2-24 -1-2
0 -10-104 -2 -71-6

Pour finir, I’opération L3 <— L;—5L; donne :

2 -10 —-5-1
0 —-2-21 -1-1
0 0 —(A+1)?

La réduite de Gauss ci-dessus étant triangulaire, elle n’est pas inversible si et
seulement si A =—1.



—1 est la seule valeur propre de A ‘

Remarque : on pouvait aussi calculer le polynéme caractéristique de A.

b) La matrice A n’a qu’une valeur propre 4 = — 1. Si A était diagonalisable, il
existerait une matrice P inversible telle que A = P(-I) Pl=-1
Ceci étant visiblement faux, on peut conclure :

‘ A n’est pas diagonalisable |

Comme 0 n’est pas valeur propre de A, on sait que :

| A est inversible. ‘

X

¢) On résout (A+1)X =0, avec X = | y |, en utilisant la réduite de Gauss

Z
obtenue plus haut. On obtient : 2x—10y—4z = 0, soit x = Sy+2z.
Sy+2z 5 2
Onadonc: XeSEP_ j(A) < X = y S X=y|1|+z[0].
Z 0 1
5) (2
Ceci montre que : SEP_j(A) =vect(| 1 |,| 0 |).
0) 1
5) (2
Comme la famille (| 1{,[0|) est libre (elle contient deux vecteurs non
0) (1

proportionnels), on conclut :

5) (2
(| 11{,] 0 ) estune base du sous-espace propre de A associ¢ a la valeur propre —
0) (1

1.
1 -1
2) a) Pour déterminer u,, on calcule (A+1) |0 | =|—-1|,dou: u,=(-1,-1, 2).
0 2

Pour montrer que 3" = (u;, us, u3) est une base de IR* il suffit de vérifier que la
matrice P de passage de la base canonique a la famille (i), u2, u3) est inversible.




1 -1 2

Comme u; =(1,0,0)etus=(2,0,1),onaP={0 -1 O0].

On utilise alors la méthode de Gauss.

1
P =10
0

—

La réduite obtenue est triangulaire sans

2
0
1

inversible et P aussi. Par conséquent :

Le sous-espace propre de f associ¢ a la valeur propre —1 est le sous-espace
vectoriel de IR® engendré par la famille ((5, 1, 0), (2, 0, 1)), ce qui prouve bien

0 2 1

0|.Avec 3« I15+2],,0ona:

B’ = (uy, up, uz) est une base de R>.

que usz = (2, 0, 1) est vecteur propre de f'associé a la valeur propre —1.

De plus, on a u; = 2(2, 0, 1) — (5, 1, 0), donc u, est aussi vecteur propre de f

associé a la valeur propre —1.

b) f(l/l]) :f(el) = (_23 _17 2) = (_1> 05 O) +(_13 _17 2) = U + uj.
On a aussi : f(uz) = —u, et f(u3) = —us. Par conséquent :

¢) On poursuit le travail entrepris a la question 2a) :

Avec Ly« L;—2L3, on trouve :

1
0
0

-1
-1

0
0
1

1

O =

—4

-2
0

.Avec Ly« L—L,,ona:

. Pour finir, avec L, <——L,, on obtient :

¢lément diagonal nul, elle est donc



1 -5 -2
P'=l0 -1 0

0 2 1
-1 0 0Y(-1 0 0 1 00
d)Oncalcule =1 -1 0|1 -1 0|=|-2 1 0].
0 0 -1)L0o 0 -1 0 0 1
-1 0 01 00 -1 0 0
=1 -1 0||-2 1 0|=[3 -1 0
0 0 -1)Lo 0 1 0 0 -1

On conjecture et on vérifie par récurrence que :

)" 0 0
VnelN, T"=| -n(-1)" (-1)" 0
0 0 (-1

1

La formule de changement de base assure que A = PTP ~— et une récurrence

permet de montrer que : VneIN, A" = PT"P .
Un calcul matriciel donne :

1 -1 2\ (1" 0 0
PT"=|0 -1 O||-n(=D)" (-1)" 0 | ,dou:
0 2 1 0 0 (=1

(n+D(=D" —(=D" 2(=1)"
PT"=| n(-1)" —(=1)" 0
=2n(-1)"  2(-1)" (=D"

n+D)(=D" —(=D" 2(-D" (1 -5 =2
PT"P'=| n=D" —(=D" 0 0 -1 0 |,dou:
—2n(-D)"  2(-D" D" Jlo 2 1

(n+D)(=1)"  —5a(=1)"  —2n(-1)"
A"=| n=D"  A=-5a)(=D" —2n(-1)"
—2n(=1)"  10n(=1)"  (dn+1)(-1)"




=) o [0 =302

1) La fonction cosinus ne s’annule pas sur [0, /3], elle est continue sur [0, /3],

de méme que la fonction qui & x associe sin” x. Par conséquent la fonction qui a x
b (3

associe est continue sur [0, 7/ 3], en tant que quotient & dénominateur non

cos X
nul de fonctions continues.
En conclusion :

‘ u, est bien défini pour tout n de IN. ‘

sin x

Onauy; = J.o;[ dx = [—ln|cosx|]g/3 =—1n(%)+1n(1).

coS X
On conclut :

z . n+l /3
2) a) Io3 sin” (x) cos(x)dx = {SIETIX} :
0

On a donc :

J.f sin” (x) cos(x)dx = L(ﬁ
n

n+l
+1 2) '

Zsin"*? x Zsin" x
b) ttyr—ity = I3—dx - ja dx .
0 cosx 0 cosx

T - .n .2
C e, ., ) ) =sin” x(sin” x—1
Par linéarité de I’intégration, on obtient : u,,—u, = J. 3 ( )dx .
0 COS X
.2 2 . ) )
Comme sin“x—1 =—cos”x, on a, aprés simplification :
T

Upt2o—Up = —I 3 sin” (x)cos(x)dx.
0

Grace au calcul fait a la question2a), on en déduit :

VnelN, upr—u, = — L(ﬁ)’“rl )
n+l1" 2
En appliquant la relation précédente avec n=1,0n a : us—u; = —% g ) =— % .

Comme u; = In(2), on a finalement :

usz = 11’1(2)— % .




dx.

Z sin"! x Zsin" x
3) a) Pour tout n de IN, u+1—u,, = _[ 3——dx — j 3
0 cosx 0 cosx

T .on )
Par linéarité de I’intégration, on obtient : u,;—u, = J'§ sin” x(sin x — 1) dx

0 COS X
Sur I’intervalle [0, 7z/3], sin"x > 0, cosx > 0 et sinx—1 < 0.
Par conséquent, u,+; — u, est I’intégrale, bornes dans I’ordre croissant, d’une
fonction négative et on a donc : u,+1—u, < 0.

On peut conclure :

| La suite (u,) est décroissante.

b) Pour tout n de IN, u, est I’intégrale, bornes dans 1’ordre croissant, d’une
fonction positive donc u, > 0.
La suite (u,) est donc minorée (par 0) et comme elle est décroissante, on peut
conclure :

| La suite (u,) est convergente. ‘

4) a) La fonction sinus est croissante sur [0, 7/ 3] car sa dérivée, cosinus, est
positive sur cet intervalle. Par conséquent : Vxe[0, 7/3], sin(0) < sinx < sin(7z/3).
Ceci donne :

Vxe[0,7/3],0<sinx < 73

Un réel K possible est donc 73

b) La fonction 7 oo ¢" est croissante sur IR+ donc :

V3.,
7) Y

Vxe[0,7/3],0 <sin"x < (

) 1 . .
Par ailleurs, on a, pour tout x de [0, 7/3], 5 < cosx <.1, d’ou, par décroissance de

1

COS X
En multipliant les inégalités (1) et (2) membre a membre, on obtient :

5o
2"

la fonction inverse sur [% ,1]: Vxel[0,7/3],1< <2. (2)

sin” x

Vxel0,7/3],0 < <2(

COS X
s s s . \/g n (73
En intégrant, bornes dans I’ordre croissant, on trouve : 0 < u, < 2(7) Io ldx,

soit :

0<uy< 2 ()
3 2




)" =0 et, par encadrement :

<l,ona: lim (
n—+0

Comme

NG
2

lim u,=0.
n—>+o0

5) a) Comme |— | < 1, la série de terme général (g)" est convergente (série

géométrique dont la raison est, en valeur absolue, plus petite que 1).

2r ﬁ)n

Comme on a: 0 < u, < T( , le critere de comparaison pour les séries a

termes positifs assure que :

‘ La série de terme général u, converge. ‘

/3 % sin® x ., e .
z dx (par linéarité de 1’intégration).
0 =) cosx

n-1
b) VnelN, Y u, = [
k=0

n-1 n-1
z/3 1 .
Par conséquent : VneIN¥ E u, = j E sin® xdx.
k=0 0 cosx;i

Comme, pour tout x de [0, /3], sinx # 1, on obtient :

n—1 on
z/3 1-sin” x .
E u, = dx,d’ou:
0 cosx(l-sinx)
k=0

n—1 son
/3 1 7l3 sin” x
VnelN¥, E u, = I —dx —I _
ey 0 cosx(l-sinx) 0 cosx(l-sinx)

V3 1 2

¢) Pour tout x de [0,7/3],1 — — < 1-sinx<1donc:1< - < )
2 l-sinx 2- ﬁ
sin” sin” 2 sin”
Sur [0, 7/3], T 0,onadonc:0< x' < ol
cos x cosx(l—sinx) = 2—+/3 cosx
En intégrant de 0 a 7z/3 (fonctions continues et bornes dans 1’ordre croissant), on
) /3 sin” x 2
obtient : 0 < J‘ﬁ —————dx < Uy,
0 cosx(l—sinx) 2-43
. . /3 sin” x
Comme lim u, =0, on a (par encadrement) : lim J‘” ——dx =
n—>-+o0 n—>+0 90 cosx(1—sinx)

Le résultat de la question 5b) donne alors, apres passage a la limite justifié :

7!l3 1

+00

= |
2= |,
k=0

cos x(1—sin x)




. /3 1 .
d) On peut écrire S = g cosxdx, ce qui donne, en
0 cos® x(1-sinx)

7l3 1
arrangeant un peu : S = I (1 — )(1 - ) cosxdx.
—Ssin” x —sin x

La fonction qui & x associe sinx est de classe C ' sur [0, 7z/3] donc le changement
de variable u = sinx est licite. On a du = cosxdx et en remplacant :
V3/2
N R B
(1-u")(A—u)

Avec la relation 1—u* = (1—u)(1+u), on obtient bien :

V32 1
5= | (1—u)® (1+u) du

e) Par identification ou toute autre méthode, on trouve :

VueR\ {1, 1}, — =

1,1 1 2
(1 —u)>(1+u) Z( " " )

l-u  l+u  (1-u)

Onaalors: S = %[—lnll —u|+In|1+u|+ L]I/z

[1 ’1+I/t| 2 ]f/2

—u 1—

1
Onadonc:S= —(ln 7+4\/§ + —2).
3 (nc : 2—\/3 )

En multipliant la fraction par 2 ++/3 au numérateur et au dénominateur et en

Ceci peut s’écrire : S =

transformant le logarithme, on trouve : § = %(ln (7+ 4.3 )+ 42+ NE) ) —2).

Apres simplification, on trouve finalement :

_ 6+4\/§+ln(7+4\/3_)

4




= o (o=

n
1) a) Pour toutréel x, ona (S, <x)= [ (X, <x).
k=1
Comme les variables X, X», ..., X, sont mutuellement indépendantes, on en

déduit : VxeR, P(S, <x)= [ [ P(X, <x).
k=1
Les variables aléatoires X; suivant toutes la méme loi exponentielle de parametre
A, on sait que :
Vke{l,2,...,n}, PXx<x)=1-e ®six>0et P(X; <x)=0six<0.
On a donc finalement :

VxelR, Fu(x) = (1—e ™).
Vxe]-o,0[, F,(x)=0.

b) ¢ Comme toute fonction de répartition, F, est croissante sur IR et vérifie
lim F,(x)=0e¢t lim F,(x)=1.
X—>+00

X—>—0
e De plus, F), est continue sur IR ; (la fonction x o (1—e 4"‘) " est méme
continue sur IR) et F, est continue sur ]-oo, O[ (c’est la fonction nulle sur cet
intervalle).
En0,ona lim F,(x) = F,(0) =0 et lim F,(x) =0.
x—>>0 x—<>0

Par conséquent F,, est continue sur IR

e Pour finir, F, est de classe C ' sur 10, +oo[ (la fonction x o (1—e )" est
méme de classe C ' sur IR) et de classe C ' sur J—o, O] puisque c’est la fonction
nulle sur cet intervalle.

En conclusion, F, est de classe C' sur IR, sauf peut-étre en 0.

Les trois points précédents prouvent que :

‘ S,, est une variable aléatoire a densité.

En dérivant F,,, sauf en 0 bien sir, on obtient :

Vx>0, F,’(x)=Ane “(1—e ™"

Vx <0, F,’(x)=0.

On a alors une densité f, de S, en posant f,(x)= F,’(x) sur IR* et en posant, par
exemple, £,(0) =0 sin >2 et fi(0) = 4, ce qui donne dans les deux cas :

0 st x<0

Ane ™ (l—e™)"" si x>0

Ju(x) = {




2) VieR, ()= (1-¢ )" =(1-¢ )¢ )",
En développant, on obtient : VtelR,, F,(t) = (1_e—lt )] T (l—e_/“ oot
On peut écrire ceci sous la forme :

Fuy=(-e "y = L gpe ey,
An

At

o) P \ A - -1 .
Pour n supérieur ou égal a 2, on reconnait que (1-e = )" = F, (¢) et on a bien :

VtelR, Vn>2, F,(t)=F,.1(t) — % Ja(®) '
n

3) a) En intégrant 1’égalité précédente sur [0, x], les fonctions en jeu étant bien

continues, on trouve : Vn > 2, I(x) = I,-1(x) — % I; f,()dt.
n

Or, par définition : VxeIR-, F,(x)= [ IRAGE j_o fudr + | 0 £, ()t .
Comme la premiére intégrale est nulle (car f, est nulle sur ]-c0,0[), on a :
VxeR: Fy(x)= | O £, (0)dt .

On peut alors conclure :

vn =2, L,(x)=1,1(x)— % F,,_(x)

b) 1) = [ (i = [ (- *) di = {H%e—ﬂ —erbon L
0

On en déduit que /;(x) = x — %(1 — ¢™™), d’on finalement :

Il(x)=x¥.

En écrivant, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, la relation obtenue a la

question 3a) sous la forme Ii(x) — lx-1(x) = —% Fkk(x) , puis en sommant pour k
. . 1 & F(x)
allant de 2 a n (avec n > 2), on obtient : Vn > 2, I,(x) — I,(x) =— 2 ZT
k=2

On peut écrire alors : Vn > 2, I,(x) = I,(x) — % Z FkIEX) _
k=2



En remplacant /,(x) par son expression (trouvée un peu plus haut), on a :

F(x) 1 & F(x)
Vn>2, I(x)=x— 12 - — Yy 27
n (x)=x P ikz_; ¢

En regroupant les deux derniers termes, on trouve enfin :

F (X).

ll’l
VxelRy, VnelN*, I(x)=x— —
R () —2

k=1

4) a) Pour tout réel x positif, on a J,(x) = '[Oxt f,(t)dt . On fait une intégration par
parties en posant u’(¢) = f,(t) et v(t) = ¢t. On a alors v’(r) = 1.
Comme, pour tout x positif, F,(x) = J-; f,(@)dt, on sait que F, est une primitive

de f, et on peut donc choisir u(t) = F,(t).
Les fonctions u et v étant bien de classe C ' sur [0, x], I’intégration par parties est

licite et elle donne : J,(x) = [ F, (1) ] & — joan (t)dt .

On trouve donc :

| VxelR., VnelN*, J,(x) = x F,(x) — L(x). ‘

0
b) On sait que _[ __t f,()dt =0 donc, pour montrer que S, a une espérance, il

+00
suffit de prouver la convergence de I’intégrale J.o t f,(t)dt, c’est-a-dire de

prouver que J,(x) a une limite finie lorsque x tend vers +oo, cette limite étant alors
égale a I’espérance de S,,.
D’aprés la question précédente, J,(x) = xF,(x) — L(x) = x (F.(x) — 1)

L ZFk_(x).
A=k

La limite de x (Fn(x)— 1) lorsque x tend vers +oo est indéterminée, il faut donc en

transformer 1’expression : x (F,(x)—1) = x((1—e )" -1).

Lorsque x tend vers +oo, ¢ * tend vers 0, on peut donc utiliser I’équivalent

classique : (1+u)" =1 ~ nu.Onen déduitalors: (1—e *)'=1 ~ —ne ™.
u—0 X—>+0

Onadonc : x(Fy(x)-1) ~ —nxe ™.
x>+

0

Comme lim x e ™ =0 (puisque A>0),ona lim x(F,(x)—1)=0.
X—>+00 X—>+00
En revenant a I’expression de J,(x) écrite 7 lignes plus haut et en remarquant que,
. . 1 <
pour tout k de {1, 2, ..., n}, lim Fk—(x) = l, on obtient lim J,(x) = — Zl
k Aok

x—>+o  k X—>+%0

On conclut :

1 &1
E(S,) = — —.
(Sw) i;k
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RAPPORT EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PRESENTATION DE L'EPREUVE.

» L'épreuve comportait trois exercices ce qui permettait de juger les candidats sur la totalité du
programme de I’épreuve. Les correcteurs ont trouvé le sujet abordable, adapté et sélectif. Ils
regrettent que nombre de candidats ne soient que tres insuffisamment préparés, notamment en
trigonométrie et dans la manipulation des variables aléatoires a densité.

e L'exercice 1 se fixait pour but d’étudier I’endomorphisme de IR> dont la matrice dans la base

-2 5 2
canoniqueestA=| -1 4 2 |, puis de déterminer la puissance n ™ de A.
2 -10 -5
T .
, . s , . e .y S sin” x
* L'exercice 2 proposait 1’étude d’une suite définie par une intégrale : u, = I 3 ——dx.
0 cosx

 L'exercice 3 portant sur le programme de probabilités, avait pour objectif le calcul de 1’espérance
de la variable aléatoire égale au sup de n variables indépendantes suivant la méme loi exponentielle.

MOYENNE .
Pour les 586 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est de 9,02 sur 20.

ANALYSE DES COPIES .

Les correcteurs constatent une fois encore que le niveau est tres hétérogene, ceci étant, bien sir, di
aux origines scolaires et universitaires diverses des candidats. La moyenne, plus faible que I’année
derniere, pourrait étre due a la présence de 212 candidats supplémentaires, pas forcément tous
conscients de la difficulté d’une telle épreuve.

Cette année encore, les candidats semblent globalement plus a 1’aise en analyse et en algebre, en
revanche, les probabilités (exercice 3) ont été tres peu abordées, de nombreux candidats ayant
visiblement fait I’impasse sur les variables aléatoires a densité.

CONCLUSION .

Le niveau global des candidats est, dans 1’ensemble, correct, avec plus de candidats tres bien
préparés que 1’année derniere, mais, malheureusement, beaucoup plus de candidats tres faibles.

La présentation est, pour la plupart des copies, soignée et honnéte et les candidats rédigent
proprement, a quelques rares exceptions pres.

Nous conseillons aux futurs candidats de se préparer d’une facon plus complete, en essayant de ne
négliger aucun des points du programme.




