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EDHEC 2007 : concours AST1 

Corrigé de l’épreuve de mathématiques 

 
 

 

 
 
Exercice 1 

1) La fonction h : t 
1

1
2 +t

a  est définie et continue sur IR, donc continue sur tout intervalle 

de la forme [x, 2 x] si x ≥ 0 ou [2 x, x] si x ≤ 0. Ceci prouve que dt
t

x

x∫ +

2

2 1

1
 est définie pour 

tout réel x. 
 
2) L’ensemble de définition de f est bien centré en 0 (c’est IR) et, pour tout réel x, on a : 

f (–x) = dt
t

x

x∫
−

− +

2

2 1

1
. Le changement de variable u = –t de classe C1 sur IR (donc de classe 

C
1 sur l’intervalle d’intégration) donne alors : f (–x) = )(

1)(

12

2
du

u

x

x
−

+−
∫ , d’où l’on 

déduit : f (–x) = – du
u

x

x∫ +

2

2 1

1
, soit f (–x) = – f (x). 

En conclusion : 

f est impaire. 

 
3) a) En notant H une primitive de h sur IR, on a : ∀x∈IR, f (x) = H(2 x) – H(x). Comme H est 
de classe C1 sur IR (puisque sa dérivée est h qui est continue), on peut affirmer que, par 
composition et différence, f  est de classe C1 sur IR. 

De plus : ∀x∈IR, f ’ (x) = 2 h(2 x) – h(x) = 
14

2
2 +x

 – 
1

1
2 +x

 = 
114

1412
22

22

++

+−+

xx

xx
. 

En multipliant numérateur et dénominateur par 1412 22 +++ xx , on obtient :  

 

∀x∈IR, f ’ (x) = 
141)1412(

3
2222 +++++ xxxx

. 

 
 b) On a tout de suite : ∀x∈IR, f ’ (x) > 0, ce qui montre que : 
 

f est strictement croissante sur IR. 

 
4) a) Par croissance de la fonction racine carrée sur IR+, la relation donnée par l’énoncé nous 

donne : t ≤ 12 +t  ≤ t + 1 ( 2
t = t car t ≥ 0). 

On peut alors inverser, pour tout t strictement positif, et on obtient :  

∀t > 0, 
1

1

+t
 ≤ 

1

1
2 +t

 ≤ 
t

1
. 
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Pour tout réel x strictement positif, on peut intégrer ces fonctions continues sur [x, 2 x], avec 

les bornes dans l’ordre croissant, ce qui donne : ∫ +
x

x
dt

t

2

1

1
 ≤ f (x) ≤ ∫

x

x
dt

t

2 1
, ou encore : 

ln(2 x + 1) – ln x ≤ f (x) ≤ ln 2 x – ln x, ce qui s’écrit également : 
 

∀x∈]0, +∞[, )
1

12
ln(

+
+

x

x
≤ f (x) ≤ ln 2. 

 

 b) 
1

12
lim

+
+

+∞→ x

x

x
 = 2 donc, par continuité de ln en 2, )

1

12
ln(lim

+
+

+∞→ x

x

x
 = ln 2. 

Le théorème d’encadrement permet de conclure : 
 

)(lim xf
x +∞→

 = ln 2. 

 
 c) Par imparité de f, on a )(lim xf

x ∞−→
 = –ln 2. On a donc le tableau de variation suivant : 

 
x – ∞                               0                             + ∞ 

f ’ (x) + 

 

 

f (x) 

ln 2 
0 

 
 
– ln 2 

 
 

Exercice 2 

1) Pour tout couple de polynômes (P, Q) de E et pour tout réel λ, on a :  
ϕ (λP + Q) = ( (λP + Q)(0), (λP + Q)' (1), (λP + Q)'' (2) ). 
Par définition de l’addition des fonctions et du produit d’une fonction par un réel et par 
linéarité de la dérivation, on a : ϕ (λP+ Q) = ( λP(0) + Q(0), λP' (1)+ Q' (1), λP'' (2)+ Q'' (2) ). 
En scindant ce triplet en deux, on obtient :  
ϕ (λP+ Q) = ( λP(0), λP' (1), λP'' (2) ) + ( Q(0), Q' (1), Q'' (2) ). 
Par conséquent : ϕ (λP+ Q) = λ (P(0), P' (1), P'' (2) ) + ( Q(0), Q' (1), Q' '(2) ). 
Finalement : ϕ (λP+ Q) = λϕ (P) + ϕ (Q). 
En conclusion : 

ϕ est linéaire. 

 
2) Soit P un polynôme élément de Ker ϕ.  
En posant, pour tout réel x, P(x) = a x

2 + b x + c, on a P(0) = c, P' (1) = 2 a + b et P'' (2) = 2a. 

P∈Ker ϕ  ⇔ (P(0), P' (1), P'' (2) ) = (0, 0, 0) ⇔ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′′
=′
=

0)2(

0)1(

0)0(

P

P

P

 ⇔ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+

=

02

02

0

a

ba

c

 ⇔ a = b = c = 0. 

On a donc : P∈Ker ϕ ⇔ P = 0. 
Ker ϕ est donc réduit au polynôme nul, on peut en conclure que :  
 

ϕ est injective. 
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Comme de plus, dim E = dim IR
 3 (la dimension commune valant 3), on en déduit que ϕ est 

bijective (conséquence de la formule du rang). 
On a donc : 

ϕ est un isomorphisme de E dans IR 3. 

 
3) a) Pour tout réel x :  
e0(x) = 1 donc e0(0) = 1, e0'(1) = 0 et e0'' (2) = 0. 
On a donc : 

ϕ (e0) = (1, 0, 0). 

 
e1(x) = x donc e1(0) = 0, e1'(1) = 1 et e1'' (2) = 0. 
On a donc : 

ϕ (e1) = (0, 1, 0). 

 
e2(x) = x2 donc e2(0) = 0, e2'(1) = 2 et e2'' (2) = 2. 
On a donc : 

ϕ (e2) = (0, 2, 2). 

 
b) On en déduit la matrice de ϕ relativement aux bases canoniques de E et de IR 3 : 

 

A = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

200

210

001

 

 
c) Cette matrice est triangulaire sans élément diagonal nul, elle est donc inversible et on 

retrouve ainsi le fait que ϕ est bijective. 
 
4) a) (u1, u2, u3) est une base de IR 3 et ϕ –1 est un isomorphisme de IR 3 dans E donc ϕ 

–1 

transforme la base (u1, u2, u3) de IR 3 en une base de E. 
En conclusion : 

(H1, H2, H3) est une base de E. 

 

 b) A = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

200

210

001

  I = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100

010

001

 

Par la méthode du pivot de Gauss, la transformation élémentaire L2←L2 – L3 donne : 
 

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

200

010

001

    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
100

110

001

 

Pour finir, avec L3 ←
2

1
L3, on obtient : 

 

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100

010

001

    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

2/100

110

001
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On a donc :  

A
 –1 = 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

2/100

110

001

. 

 
Comme A –1 est la matrice de ϕ –1 relativement aux bases (u1, u2, u3) et (e1, e2, e3), on en 
déduit, par lecture des colonnes de A 

–1, que : 

H1 = e1, H2 = e2 et H3 = – e2 + 
2

1
e3. 

Ceci s’écrit aussi:  

∀x∈IR, H1(x) = 1, H2(x) = x et H3(x) = 
2

2
x

 – x. 

 
 

Exercice 3 

1) Par définition, U2 est la variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 si et seulement si les 
deux premiers tirages donnent des numéros distincts. 
(U2 = 1) est donc réalisé si et seulement si l’on tire n’importe quelle boule au premier tirage 
(probabilité égale à 1) et une boule portant un numéro différent au deuxième tirage 

(probabilité égale à 
n

n 1−
). 

Par indépendance (tirages avec remise), on a : P(U2 = 1) = 1 × 
n

n 1−
 = 

n

n 1−
. 

En conclusion : 

U2 suit la loi B (
n

n 1−
). 

 
2) a) Les tirages ayant lieu avec remise, le contenu de l’urne est identique à chaque tirage. La 
probabilité d’obtenir, à un tirage quelconque, la boule portant le numéro i (avec 1 ≤ i ≤ n) est 

ainsi égale à 
n

1
.  

Par conséquent : 

Ti suit la loi uniforme sur [| 1, n |]. 

 
 b) On écrit la formule des probabilités totales associée au système complet d’événements  

(Ti = k) 1 ≤ k ≤ n , ce qui donne : ∀i∈[| 2, n |] , P(Ui = 1) = ∑
=

= ==
n

k

iikT kTPUP
i

1
)( )()1( . 

)1()( == ikT UP
i

 = (
n

1
1− ) 1−i

 : en effet, sachant que la i ème boule porte le numéro k, 

l’événement (Ui = 1) est réalisé si et seulement si les (i – 1) premiers tirages ont donné des 
boules portant toutes un numéro différent de k, ce qui assure que c’est bien au i ème tirage 
seulement que l’on obtient un numéro distinct de tous les numéros précédents. 

En remplaçant, on obtient : ∀i∈[| 2, n |] , P(Ui = 1) = ∑
=

n

k 1

(
n

1
1− ) 1−i

n

1
 = n (

n

1
1− ) 1−i

n

1
. 

On a bien :  
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∀i∈[| 2, n |] , P(Ui = 1) = (
n

1
1− ) 1−i

. 

2) c) Pour i = 1, cette formule donne P(U1 = 1) = (
n

1
1− ) 0  = 1, ce qui est correct puisque U1 

est la variable certaine égale à 1. 
 
3) a) La variable aléatoire Vk(n) est égale au nombre de numéros distincts obtenus au cours 
des k premiers tirages. 
Les variables aléatoires Ui (i ≥ 2) prennent la valeur 1 à chaque fois que l’on obtient un 

numéro distinct des numéros précédents, on en déduit que la variable aléatoire ∑
=

k

i

iU
2

 est 

égale au nombre de numéros distincts obtenus entre le 2 
ème tirage et le n ème.  

Si l’on ajoute 1 pour comptabiliser le numéro obtenu au premier tirage, on obtient le nombre 
de numéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages, ce qui est exactement Vk(n). 

On a donc Vk(n) = 1 + ∑
=

k

i

iU
2

, et comme U1 = 1, on a finalement : 

 

Vk(n) = ∑
=

k

i

iU
1

. 

 

b) Par linéarité de l’espérance, E(Vk(n)) = )(
1
∑
=

k

i

iUE . 

Pour tout i de [| 1, n |] , on a E(Ui) = P(Ui = 1) = (
n

1
1− ) 1−i

. 

On a donc : E(Vk(n)) = ∑
=

k

i 1

(
n

1
1− ) 1−i

.  

Comme 
n

1
1−  ≠ 1, on en déduit : E(Vk(n)) = 

)
1

1(1

)
1

1(1

n

n

k

−−

−−
. 

Ceci se simplifie et donne :  

E(Vk(n)) = n ( k

n
)

1
1(1 −− ). 

 
 c) On sait que (1 + x)α – 1 

0
~
→x

 α x. 

Comme 
nn

1
lim

+∞→
 = 0, on en déduit que : k

n
)

1
1( −  – 1 

+∞→n
~  – 

n

k
.  

En multipliant par –1, on obtient : k

n
)

1
1(1 −−  

+∞→n
~  

n

k
. 

En multipliant par n, on a finalement : E(Vk(n)) 
+∞→n

~  k. 

Ceci implique donc que  

+∞→n
lim E(Vk(n)) = k. 


