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Exercice 1

2z 1 .
1) Montrer que I'intégrale I = dt est définie pour tout réel x.
TN+l
. . . . 2¢ 1
On considére désormais la fonction £ définie pour tout réel x par f(x) = I - dr.
oA+l

2) ﬁl;ltal?lir que fest impaire.
3) a) Etablir que fest de classe C' sur IR (on pourra utiliser, aprés avoir justifié son existence,

)

une primitive de la fonction qui a £ associe .
7 +1
Vérifier ensuite que, pour tout réel x ,ona:

£ - 3

V2 +1+Vax2 + Vel 1At 41

b) En déduire les variations de fsur IR
4) a) En utilisant la relation £ < # + 1 </ + 2¢ + 1, valable pour tout réel ¢ positif ou nul,

241y ) <2,
x+1

montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a : In(

b} En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo,
¢) Dresser le tableau de variation complet de f.



Exercice 2

On désigne par E le IR-espace vectoriel des fonctions polynomiales de IR dans IR, dc degré
inférieur ou égal 4 2.

On désigne par (e, 2, e3) la base canonique de E.

On a donc : VxelR, e(x) = 1, ea(x) = x et ex(x) = x".

Par ailleurs, la base canonique de IR’ est notée (u1, uo, u3).

Onadonc:u;=(1,0,0), 5 =(0, 1, 0y et us =(0, 0, 1).

On considére I'application ¢ de £ dans IR’ définie par :
YPeE @(Py=(P0), P (1), P (2)), ouP’(1) et P’(2) désignent les valeurs des dérivées
premiére el seconde de P, respectivement en 1 et en 2.

1) Montrer que ¢ est linéaire.
2) Montrer que ¢ est injective et en déduire que ¢ est un isomorphisme de £ dans IR’
3) a) Pour toutidc {1, 2, 3, 4}, calculer ¢(e;).
b) En déduire la matrice 4 de ¢ relativement aux bases canoniques de Eet de IR,
¢) Retrouver ainsi le résultat de la deuxiéme question.
4) Pour tout i de {1, 2, 3}, on pose H, = ¢~ (u).
a) Montrer que (,, H,, H3) est une base de E.
b) Déterminer la matrice A - puis exprimer H,, H> et H; en fonction de ey, e; et es.

Exercice 3
On effectue des tirages avec remise dans une urne contenant # boules numérotées de 1 an

{avec 72 2). Les tirages ayant lieu "au hasard", les boules ont toutes la méme probabilité
d'étre tirée.
On admet que toutes les variables aléatoires présentées dans cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé ({2, 4, P).
On définit une suite (U;);epe de variables aléatoires par Uy = 1, et, pour tout entier 7 supérieur
ouégal a2 : U;=1siaui™™ tirage on obtient un numéro qui n'a pas été obtenu lors des (i—1)
tirages précédents et U/; = 0 sinon.
Entin, pour tout entier / supérieur ou égal 4 1, on note T; la variablc aléatoire égale au numéro
obtenu au i ™ tirage.
1) Donner la loi de Us.
2) a) Donner la loi de 7.

b) En déduire, grace au systéme complet d’événements (7; = &) <4<, que :

Vie[|2, n[], P(U;=1) = (1- L)
n

c) Vérifier que cette formule reste valable pour i = 1.

Pour tout entier & supérieur ou égal a 2, on note Vi(r) la variable aléatoire égale au nombre de
numeéros distincts obtenus au cours des & premiers tirages.

3) a) Exprimer Vi{r) en fonction des variables /.
. , , 1
b) En déduire que V;(n) posséde une espérance donnée par £(V(n)) = n(l g — )
F

¢) Montrer que lim E(Vi(n)) = k.
A+
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Exercice 1

est définie et continue sur IR, donc continue sur tout intervalle

1) La fonction h: t >
?+1
2x

de la forme [x, 2 x] si x > 0 ou [2 x, x] si x < 0. Ceci prouve que J. dt est définie pour

X

2 +1
tout réel x.

2) L’ensemble de définition de f est bien centré en 0 (c’est IR) et, pour tout réel x, on a :
—2x 1

f(—)C) = J.—x m

2x 1
C' sur I'intervalle d’intégration) donne alors : f(—x) = ———(—du),d’oul’on
I Vu)® +1

dt . Le changement de variable u = —f de classe C' sur IR (donc de classe

1

u-+1

2x
déduit : f(-x) = |

X

du , soit f(—x) = —f(x).

En conclusion :

‘ S est impaire. ‘

3) a) En notant H une primitive de 4 sur IR, on a: VxelR, f(x) = H2 x) — H(x). Comme H est
de classe C' sur IR (puisque sa dérivée est & qui est continue), on peut affirmer que, par
composition et différence, f est de classe C Usur R

21 :2\/x2+1—\/4x2+1
Vax2 41 a2 +1 e+ +1

En multipliant numérateur et dénominateur par 2\/ X +1+ \/ 4x* +1, on obtient :

De plus : VxelR, £’ (x) = 2 h(2 x) — h(x) =

3

VxelR f’(x) = .
VX% +14+44x% + 1)V #1452 +1

b) On a tout de suite : VxelR f’ (x) > 0, ce qui montre que :

| fest strictement croissante sur IR

4) a) Par croissance de la fonction racine carrée sur IR,, la relation donnée par I’énoncé nous

donne : 1 < Vt* +1 £t+1(\/t_2:tcar120).

On peut alors inverser, pour tout ¢ strictement positif, et on obtient :

Vt> 0, ! < ! <1.

t+1 _\/l2+1 _t




Pour tout réel x strictement positif, on peut intégrer ces fonctions continues sur [x, 2 x], avec

. . 2x 1 2x 1
les bornes dans I’ordre croissant, ce qui donne : J. —1dt <f(x) < I —dt , ou encore :
X f+ Xt

In2x+1)-Inx <f(x) <In2x—Inx, ce qui s’écrit également :

Vxe]0, +oof, Iy < ) < In 2.
x+1
b) lim 2x+1 = 2 donc, par continuité de [n en 2, lim In( 2x+ 1) =In2.
x—>+o X 4+ 1 X—>+00 X+

Le théoréeme d’encadrement permet de conclure :

lim f(x) =In2.

X—>+00

¢) Par imparit¢ de f, ona lim f(x) =-In2. On a donc le tableau de variation suivant :
X—>—00

X |[—o0 0 +00
) +
In2
0
J )
—In2

Exercice 2

1) Pour tout couple de polynomes (P, Q) de Eet pour tout réel A, on a :

PP + Q) = ((AP + 0)(0), (AP + Q)'(1), (AP + 0)"(2) ).

Par définition de I’addition des fonctions et du produit d’une fonction par un réel et par
linéarité de la dérivation, on a : @ (AP+ Q) = ( AP(0) + Q(0), AP'(1)+ Q'(1), AP"(2)+ Q"(2) ).
En scindant ce triplet en deux, on obtient :

P(AP+ Q) = (AP(0), AP'(1), AP"(2) ) + ( Q(0), Q'(1), Q" (2) ).

Par conséquent : ¢ (AP+ Q) = A (P(0), P'(1), P"(2) )+ ( Q(0), Q'(1), Q"'(2) ).

Finalement : ¢ (AP+ Q) = A@(P) + ¢(Q).

En conclusion :

‘ @ est linéaire. |

2) Soit P un polynome élément de Ker ¢.
En posant, pour tout réel x, P(x) = ax*+bx+c,onaP0)=c,P'(1)=2a+betP"(2) =2a.

P0)=0 c=0
PeKer ¢ < (P(0), P'(1), P"'(2))=(0,0,0) <= 4 P'()=0 < <2a+b=0<=a=b=c=0.
P"(2)=0 2a=0

On adonc: PeKerp< P =0.
Ker ¢ est donc réduit au polyndme nul, on peut en conclure que :

@ est injective. ‘




Comme de plus, dim E= dim IR’ (la dimension commune valant 3), on en déduit que @ est
bijective (conséquence de la formule du rang).
On a donc :

‘ @ est un isomorphisme de Edans R”. ‘

3) a) Pour tout réel x :
eo(x)=1doncep(0)=1, ep'(1)=0¢et ey (2) =0.
On a donc :

| p(e0)=(1,0,0). |

ei(x)=xdonc e;(0)=0,e;'(1)=1ete;"(2)=0.
On a donc :

| (e =10, 1,0). |

ex(x) = x* donc e(0)=0,e'(1)=2¢etey"(2) =2.
On a donc :

| p(e)=(0.2,2). |

b) On en déduit la matrice de ¢ relativement aux bases canoniques de Eet de RY:

1 00
A=|0 1 2
0 0 2

c¢) Cette matrice est triangulaire sans élément diagonal nul, elle est donc inversible et on
retrouve ainsi le fait que ¢ est bijective.

4) a) (uy, uo, u3) est une base de R et (o_l est un isomorphisme de IR? dans Edonc (p‘1
transforme la base (uy, uo, u3) de IR en une base de E.
En conclusion :

‘ (H,, H», H3) est une base de E.

1 00 1 00
b)A=|0 1 2 I=10 1 0
0 0 2 0 0 1

Par la méthode du pivot de Gauss, la transformation élémentaire L, <— L, — L3 donne :

1 0 O 1 0 O

01 0 01 -1

0 0 2 0 0 1
Pour finir, avec L3 <« %l@, on obtient :

1 00 1 0 O

010 01 -1

0 0 1 0 0 1/2



On a donc :

Comme A ' est la matrice de (/fl relativement aux bases (u1, up, u3) et (ej, ez, €3), on en
déduit, par lecture des colonnes de A _], que :

1
H =e,Hy=eyetH;=—e¢ + 583.

Ceci s’écrit aussi:

2
VxeR, Hi(x) = 1, Hy(x) = x et Hy(x) = % —x

Exercice 3

1) Par définition, U, est la variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 si et seulement si les
deux premiers tirages donnent des numéros distincts.

(U, = 1) est donc réalisé si et seulement si I’on tire n’importe quelle boule au premier tirage
(probabilité égale a 1) et une boule portant un numéro différent au deuxieme tirage

_1)'

(probabilité égale 2

) ) ) -1 -1
Par indépendance (tirages avec remise), ona: P(U,=1)=1 x " - .
n

n
En conclusion :

n-1

U, suit la loi B( ).

n

2) a) Les tirages ayant lieu avec remise, le contenu de 1’urne est identique a chaque tirage. La
probabilité d’obtenir, a un tirage quelconque, la boule portant le numéro i (avec 1 <i <n) est
o 1
ainsi égale a —.
n
Par conséquent :

| T; suit la loi uniforme sur [|1, n|]. ‘

b) On écrit la formule des probabilités totales associée au systeme complet d’événements

(Ti=k)1<k<n,cequidonne : Vie[|2,n|], PU;=1) = ZP(T,.:k)(Ui =) P, =k).
k=1

ProyWU; =1) = (1- % ) . en effet, sachant que la i ™ boule porte le numéro k,

I’événement (U; = 1) est réalisé si et seulement si les (i — 1) premiers tirages ont donné des
boules portant toutes un numéro différent de k, ce qui assure que c’est bien au i " tirage
seulement que 1’on obtient un numéro distinct de tous les numéros précédents.

En remplacant, on obtient : Vie[|2, n|], P(U;=1) = Z( l—l)if11 =n (1_1)"711'
n n n n

k=1
On a bien :



Viel|2, nll, PWi=1) = (1- 1)
n

2) ¢) Pour i =1, cette formule donne P(U;=1) = (1 - l ) 0= 1, ce qui est correct puisque U,
n

est la variable certaine égale a 1.

3) a) La variable aléatoire Vi(n) est égale au nombre de numéros distincts obtenus au cours
des k premiers tirages.
Les variables aléatoires U; (i > 2) prennent la valeur 1 a chaque fois que I’on obtient un
k
numéro distinct des numéros précédents, on en déduit que la variable aléatoire ZU ; est

i=2
égale au nombre de numéros distincts obtenus entre le 2 “™ tirage et le n“™.
Si I’on ajoute 1 pour comptabiliser le numéro obtenu au premier tirage, on obtient le nombre

de numéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages, ce qui est exactement Vi(n).

k
Onadonc Vi(n)=1+ ZU ; »etcomme U = 1, on a finalement :
i=2

k
Vi)=Y U, .
i=1

k
b) Par linéarité de I’espérance, E(Vi(n)) = ZE(U ;).
i=1

Pour toutide [|1, n|],ona E(U;)) = P(U;=1) = (l—l)i_l.
n

k .
On a donc : E(Vi(n)) = D ( l—l)l_].
n

i=1

| 1—(- 1y
Comme 1—— # 1, on en déduit : E(Vi(n)) = n
n 1

1—(1-)
n

Ceci se simplifie et donne :

EU@OO):n(l—(l—%)k)

c) Onsaitque (1 +x)-1 ~ ax.
x—0
.1 o 1. k
Comme lim — =0, o0nendéduitque: 1-—)" -1 ~ ——.
n—-+oo N n n—>+0 n
- . 1. k
En multipliant par -1, on obtient: 1-(1-—)" ~ —.
n n—+o n
En multipliant par n, on a finalement : E(Vi(n)) ~ k.
n—>+ow0

Ceci implique donc que

lim E(Vi(n)) =k.
n—>+00




